
Lebesgue ��

���

�� 1 � A �������. ����	�	� ε > 0, �������
���	 {In, n ∈ N+}, 
�

A ⊂
⋃

n∈N+

In,

∞∑
n=1

|In| � ε

(�
 |In| �� In ���), 	
� A �����, �����.


	, �
1◦ ������.

2◦ �����������.

� 1 ������ 0 ��	������.

�� �
�
�	� (a, b), a < b. ������	� {In}, �

(a, b) ⊂
∞⋃

k=1

Ik,

��
∞∑

k=1

|Ik| � b − a > 0.

��, (a, b) �������.

� 2 �������������.

�� ��������

A1, A2, · · · , An, · · · .

�� Ak ����, �����	�	� ε > 0, ����	�

Ik1 , Ik2 , · · · , Ikj , · · · ,
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�

Ak ⊂
∞⋃

j=1

Ikj ,

∞∑
j=1

|Ikj | � ε

2k
.

��, �
∞⋃

k=1

Ak ⊂
∞⋃

k=1

∞⋃
j=1

Ikj ,

∞∑
k=1

∞∑
j=1

|Ikj | �
∞∑

k=1

ε

2k
= ε.

����
∞⋃

k=1

Ak ����.

� 3 �� A ������, 	
 A ����.

�� � A = {a1, a2, · · · , an, · · · }. ��	�	� ε > 0, 	

In =
(
an − ε

2n+1
, an +

ε

2n+1

)
, n = 1, 2, · · · ,

�
	� A ⊂
⋃

n∈N+

In, ��

∞∑
n=1

|In| =
∞∑

n=1

2
ε

2n+1
= ε.

����, ���������.

� 4 ����	 (a, b) ������������.

�� �����������, ��� (a, b) �����������,

� (a, b) �����. ������.

��

�� 2 � f(x) ��	 I ������. �

ωf (I) = sup
x,y∈I

|f(y) − f(x)| = sup
y∈I

f(y) − inf
x∈I

f(x)

� f(x) ��	 I ����.

�� 3 � f(x) ��	 I ������. �� x ∈ I, δ > 0, � Ix(δ) =

(x − δ, x + δ) ∩ I. �
ωf (x) = lim

δ→0+
ωf (Ix(δ))

� f(x) �� x ∈ I ���.


	, � x ∈ I ⊂ J �, �

ωf (x) � ωf (I) � ωf (J).
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�� 1 � f ��� I ������, � f �	 x0 ∈ I ��������
�� ωf (x0) = 0.

�� 
��. � f � x0 ��, ����	�	� ε > 0, �� δ > 0, �
x ∈ Ix0(δ) �, �

|f(x) − f(x0)| <
ε

2
.

��� x, y ∈ Ix0(δ) �, �

|f(x) − f(y)| � |f(x) − f(x0)| + |f(y) − f(x0)| < ε.

����
ωf (Ix0(δ)) � ε.

����
ωf (x0) � ε.

	 ε → 0+, ��� ωf (x0) = 0.

���. � x0 ∈ I � ωf (x0) = 0.

		�
ωf (x0) = lim

δ→0+
ωf (Ix0(δ)),

����	�	� ε > 0, �� δ > 0, 
� ωf(Ix0(δ)) < ε. ��, � x ∈ Ix0(δ)

�, �
|f(x) − f(x0)| < ε.

��� f � x0 ��. �

Lebesgue ��

� f ��	 [a, b] ������, δ > 0. �

Dδ(f) = {x ∈ [a, b] | ωf (x) � δ},


, �	 [a, b] � f ����	� δ �	�����.


	, � 0 < δ1 < δ2 �, �

Dδ2(f) ⊂ Dδ1(f).

�� D(f) ��	 [a, b] � f �������, 


D(f) = {x ∈ [a, b] | f � x ����}.
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��������.

�� 2 � f ��� [a, b] ������, ���

D(f) =
∞⋃

n=1

D1/n(f).

�� �� f ���������� f �����, ����	��� n,

� D1/n(f) ⊂ D(f). ��
∞⋃

n=1

D1/n(f) ⊂ D(f).

� x ∈ D(f), 
 f � x ���. �	�� 1, � ωf (x) > 0. �������

n, 
� ωf(x) >
1
n

. ���� x ∈ D1/n(f). ��

D(f) ⊂
∞⋃

n=1

D1/n(f). �

�� 3 � f ��� I = [a, b] ������. � Ij = (αj , βj), j = 1, 2, · · ·
������. �

K = [a, b] \
∞⋃

j=1

Ij .

�� D(f) ⊂
∞⋃

j=1

Ij , �������� ε > 0, ���� δ > 0, ��

|f(y) − f(x)| < ε, ∀ x ∈ K, y ∈ Ix(δ).

�� (

) ����
�, ��� ε0 > 0, 
���	��� n, ��

xn ∈ K, � yn ∈ Ixn

(
1
n

)
, ��

|f(xn) − f(yn)| � ε0.

�	 Bolzano-Weierstrass 	�, {xn} ��� {xni} ��� x0 ∈ [a, b]. �� yni

� xni ���	� 1
ni

, �� {yni} ���� x0.

�� xni ������	 In �, �� x0 ����� In �, �� x0 ∈ K.

�� D(f) ⊂
∞⋃

j=1

Ij , �� x0 � f ����.

�
|f(xni) − f(yni)| � ε0,
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�	 i → ∞, ��
0 = |f(x0) − f(x0)| � ε0.

����! ����
�. �
		, K ����� (����), f � K ���. ��, ��	�	� ε > 0,

�� δ > 0, 
�

|f(x) − f(y)| < ε, ∀ x, y ∈ K, |x − y| < δ.

����������� x ∈ K, ��
 y ∈ K.

�� 1 (Lebesgue ��) � f(x) ��� [a, b] ������, �� f(x) �
[a, b] � Riemann ����������: f(x) ��
	�� D(f) �����
�.

�� 
��. �	�� 2, ��
� D1/n ����. ���������
��	���	��� D1/n.

�� f � [a, b] ��, ����	�	� ε > 0 ���� n, �� [a, b] ��
�

T : a = x0 < x1 < · · · < xm = b,


�
m∑

i=1

ωiΔxi <
ε

n
. (1)

�
En = D1/n \ {x0, x1, · · · , xm},

��
� En ����. ��

[a, b] \ {x0, x1, · · · , xm} =
m⋃

i=1

(xi−1, xi),

��

En = D1/n ∩
(

m⋃
i=1

(xi−1, xi)

)

⊂
m⋃

i=1

{
(xi−1, xi)| D1/n ∩ (xi−1, xi) 	= ∅

}
,

��� En �����	��, ����	���� D1/n ��. �� t ∈ D1/n ∩
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(xi−1, xi), �� ωf(t) � 1
n

. �� t ∈ (xi−1, xi), �� δ > 0 ��	, 
�

It(δ) = (t − δ, t + δ) ⊂ (xi−1, xi).

��
ωi = Mi − mi � ωf (It(δ)) � ωf(t) � 1

n
. (2)

�
∑′ ���	�
� D1/n ∩ (xi−1, xi) 	= ∅ � i ��, �� (1) � (2) ��

ε

n
>

m∑
i=1

ωiΔxi �
∑′ωiΔxi � 1

n

∑′Δxi,

��, � ∑′Δxi < ε,

����� En �	���	�����	� ε. �� En ����.

���. � D(f) ����, �������	 (αi, βi), i = 1, 2, · · · , 
�

D(f) ⊂
∞⋃

i=1

(αi, βi), �
∞∑

i=1

(βi − αi) <
ε

2ω
,

�� ω � f � [a, b] ����. �

K = [a, b] \
∞⋃

i=1

(αi, βi).

�	�� 3, ��� ε > 0, �� δ > 0, 
�

|f(x) − f(y)| <
ε

4(b − a)
, ∀ x ∈ K, y ∈ Ix(δ).

���
T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b,


� ‖T ‖ < δ. �
n∑

i=1

ωiΔxi �
���:

n∑
i=1

ωiΔxi =
∑

1ωiΔxi +
∑

2ωiΔxi,

�

∑

1ωiΔi ��� K � (xi−1, xi) �����	� i ��, �
∑

2ωiΔxi ��

� K � (xi−1, xi) ������	� i ��.

��
∑

1ωiΔx ���, �� K ∩ (xi−1, xi) 	= ∅, �� yi ∈ K ∩ (xi−1, xi), �
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�� 3, �

ωi = sup
{|f(z1) − f(z2)|

∣∣z1, z2 ∈ [xi−1, xi]
}

� sup
{|f(z1) − f(yi)| + |f(z2) − f(yi)|

∣∣z1, z2 ∈ [xi−1, xi]
}

� ε

4(b − a)
+

ε

4(b − a)
=

ε

2(b − a)
.

��

∑
1ωiΔxi <

ε

2(b − a)
· (b − a) =

ε

2
.

��
∑

2ωiΔxi ���. �� ωi � ω, ��

∑
2ωiΔxi � ω

∑
2Δxi.

��
∑

2ωiΔxi ���, �� K ∩ (xi−1, xi) = ∅, �� x ∈ (xi−1, xi) �, x 	∈ K,

�� x ∈
∞⋃

i=1

(αi, βi), 


(xi−1, xi) ⊂
∞⋃

i=1

(αi, βi).

�� ∑
2Δxi �

∞∑
i=1

(βi − αi) <
ε

2ω
,

�
 (5), 
�

∑
2ωiΔxi <

ε

2
.

� (4), (6) �
 (3), 
�
n∑

i=1

ωiΔxi < ε.

�	�����
���, �� f � [a, b] ���. �
�� 1 � f � [a, b] ������. � f �������
	, � f �

[a, b] ��.

�� 2 � f � [a, b] ������. � 1
f

� [a, b] �������, � 1
f

� [a, b] ��.

�� 3 � f � [a, b] ������, � f ������ [c, d] ⊂ [a, b] ��
��.
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�� 4 � c ∈ (a, b). � f ������ [a, c] � [c, b] ����, � f �
[a, b] ����.

�� 4 � “�� A” 	�	 I �����. ��
 “�� A” �
���
���� I �����, �� “�� A” � I �

��
�, ��

“�� A 
�” (a.e.).

“a.e.”� almost everywhere ���.

�� 2 � f(x) � [a, b] ������. �� [a, b] � f(x) = 0 (a.e.), �
f(x) � [a, b] ������.

�� 3 � f(x) � [a, b] ��������. � f(x) � [a, b] �����
�, �� [a, b] � f(x) = 0 (a.e.).
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